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In questo seminario intendo esporre alcuni risultati recenti 


sulle perturabazioni dell'equazione 
(1) u" = Au 


in uno spazio di Banach per le quali il problema di Cauchy rimane ben 
posto se lo era per la (1). 

E' stato provato da Fattorini (1968) che il problema di Cau 
chy per l'equazione (1) è ben posto se, e solo se, l'operatore lineare A 
è il generatore infinitesimale di una funzione coseno astratta fortemen- 
te continua. 

Pertanto richiamerò brevemente alcuni risultati sulle funzio 
ni coseno, prima di esporre i risultati di perturbazione. 

In tutta l'esposizione indicherò con X uno spazio di Banach 


complesso. 


1. ALCUNI RICHIAMI SULLE FUNZIONI COSENO ASTRATTE 
= —_ die tUNeIUNI LUSENU ASTRATTE 


Una funzione C:R+ L(X) viene detta funzione coseno astratta 


se è soluzione dell'equazione funzionale 
(2) C(t +5) + C(t- s) = 2Ce(t)C(s), vt, se R. 


Dall'equazione funzionale (2) segue che la forte continuità 
in un punto implica la forte continuità su tutto R . Nel seguito, anche 
se non esplicitamente specificato, considereremo solo funzioni coseno 


fortemente continue. 


X-4. 
Vediamo ora alcuni esempi tipici di funzioni coseno. 
Esempio 1. Siano X = C, a € C. Allora le funzioni 
t + coslat) , t+ cosh(at), 


sono funzioni coseno. 


Esempio 2. Sia A € L(X). Allora le funzioni 


A k 
-1)t ak 
te ila n°, 
kei ‘09! 
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sono funzioni coseno. 


Esempio 3. Sia {T(t); t € R} un gruppo fortemente continuo 
di operatori in L(X). Allora, 


(3) t+C(t) = (TT) 4 T(0) 


NSA 


è una funzione coseno in X. 


N.B. Non tutte le funzioni coseno ammettono la rappresenta- 
zione esponenziale (3) (si veda Kisyfiski (1971)). 
Un caso particolare del precedente e a cui faremo spesso ri- 


ferimento nel seguito è il seguente. 


>< 
I 
DI 


Esempio 4. (funzione coseno di d'Alembert). 


La funzione t + C(t), dove 
(a) (C(t)F) (x) = + (FRA) + F(t-0) 


è una funzione coseno su molti spazi ragionevoli; per esempio sceglien- 


do come X 


ù = LD, da 1 n inerti di È, 


x 
" 


{FE C(R); f è limitata}, 


>< 
" 


{f € C([a,b]); f(a) = f(b) = 0}, 


normati nel modo usuale. Naturalmente, per dare significato alla (4) do- 
vremo pensare le funzioni prolungate con lo zero fuori dell'intervallo 


nel quale sono definite. 


Viene detta funzione seno associata a C la funzione 


SR + L(X), 


t 
S(t)x -f C(T)XdT , xE X. 
0 
La funzione seno associata alla (4) è ovviamente 
1 Xtt 
(S(t)F)(x) = 1 | f(s)ds. 
xot 


Analogamente al caso dei semigruppi, anche le funzioni cose- 
no sono individuate da un generatore infinitesimale. Più precisamente, 


viene detto generatore infinitesimale della funzione coseno C l'operato- 


X- 6. 
re definito da: 
D(A) = {x E X; t + C(t)x è derivabile due volte in 0}, 
Ax = C"(0)x. 


E' possibile mostrare che D(A) è denso in X; inoltre 
AME R°, we R'U{0}, tali che 


(5) [IC(t)]|] <M cosh(ut), vte R. 


Per le funzioni coseno vale il seguente risultato di genera- 


zione, analogo al Teorema di Hille-Yosida per i semigruppi. 


Teorema 1. Un operatore lineare chiuso e con dominio denso A 
è generatore infinitesimale di una funzione coseno C, tale che 
[IC(t)]] s M cosh(ut), wt E R, se e solo se: 
i) awe R° U{0}, tale che e p(A), vz e C, Rez>uw; 


-n-1 


pr + (Re z + w) ). 


ii) (2 (A - 2°) Diu «- n1((Re z - w 


In tal caso, 
+00 

sta” - ni = i gt C(t)x dt, 
Do) 


vz € C, Rez>w e vx E X. 
E' facile riconoscere che i seguenti operatori sono i genera- 


tori infinitesimali delle funzioni coseno sopra riportate. 


Esempio 1. - a e RA rispettivamente. 


Esempio 2. A (in entrambi i casi). 


Esempio 3. pe, se B è il generatore infinitesimale del grup 
po. 


Esempio 4. (Af)(x) = f"(x) in ogni caso, con dominio, rispet 
tivamente: 


DIA, = N21 N wc) 


2) 


D(A.) = {fe c‘ (R); f" è limitata} 


CI tai a) PA) 


D(AL) = {pet 

Poniamo E = {x € X; t + C(t)x è di classe 08), 

Allora se A è il generatore infinitesimale di C, x € D(A), ye E, 
la funzione 


t+ C(t)x + S(t)y 
è l'unica soluzione del problema di Cauchy 


u" = Au, in R, 
u(0) = x, 
u'(0) = y. 


Qualora lo spazio X sia di Hilbert e l'operatore A sia norma- 
le, Lutz (1977) ha provato che la sola condizione i) nel Teorema 1 è suf- 
ficiente ad assicurare che A sia il generatore di una funzione coseno. 


Questo risultato si ottiene calcolando le derivate che compaio 


X- 8. 


no nella condizione ii) per mezzo della decomposizione spettrale di A. 
Voglio infine far osservare che, se A è il generatore infini 
tesimale della funzione coseno C, A genera anche il semigruppo 
+00 
1 


T(t)x = (mt) 2 exp (-s£/(4t))C(s)x ds, x € X, 
lo) 


che è prolungabile analiticamente su Re t > 0. 


2. RISULTATI DI PERTURBAZIONE 


I] primo risultato di perturbazione fu ottenuto da E. Nagy 
(1974) per operazioni di perturbazione limitati. 


Esso è la generalizzazione dell'analogo risultato di Phillips 


(1953) per i semigruppi: 


Teorema 2. Sia A il generatore infinitesimale di una funzio- 
ne coseno C; allora, se B € L(X), anche A + B è il generatore infinitesi- 


male di una: funzione coseno. 


L'idea della dimostrazione è la seguente. Sia v una soluzio- 


ne del problema di Cauchy 


‘= (A+ B)v, in R, 


v(0) = x%, 


< 
ni 
(«—») 
— 

' 
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Allora, 


X-9. 


d/(ds)(C(t-s)v(s) + S(t-s)v"(s)) =-C"(t-s)v(s) + 


+ S(t-s)v"(s)=- C"t-s)v(s) + S(t-s)Av(s) + S(t-s) B v(s). 


Poiché S(t-s)A v(s) = A S(t-s)v(s) = d°/(dt)(S(t-s)v(s)) = c'(t-5)v(5), 


risulta 
d/(ds)(C(t-s)v(s) + S(t-s)v"(s)) = S(t-s) B v(s). 
Integrando entrambi i membri di questa uguaglianza da 0 a t, si ottiene: 


t 
(6) v(t) = C(t)x | S(t-s) B v(s) ds. 


(o) 


Si risolve allora questa equazione integrale col metodo del 
le approssimazioni successive. 


E' chiaro che analogamente si può ottenere l'equazione inte- 
grale 


t 
(7) w(t) = S(t)x f S(t-s) B v(s)ds 
(o) 
soddisfatta da ogni soluzione del problema di Cauchy 


w" = (A+B)w, in R, 


Se si vogliono risolvere equazioni integrali del tipo della 
(6) o della (7) convoperatori B non limitati è allora chiaro che sarà ra 
gionevole fare delle richieste sugli operatori B C(t) o B S(t). 


Sulla base di questa idea Takenaka-Okazawa e Travis-Webb han 


X-10. 


No ottenuto dei risultati di perturbazione per funzioni coseno simili a 
quelli che Phillips (1955) e Miyadera (1966) avevano ottenuto per i semi 
gruppi. 

11 risultato di Takenaka e Okazawa (1978), basato su infor- 


mazioni su B C(t) è il seguente. 


Teorema 3. Sia A il generatore infinitesimale di una funzio- 
ne coseno C, tale che ||C(t)|| < M cosh(wt), e sia B un operatore lineare, 


tale che: 


i) D(B) d DIA); 


ii) 3)? w, tale che B ROÈ; A) e L(X); 


iii) AK € R*, tale che 
1 
J ||B c(t)x|| dt < SALSE vx e D(A). 
(o) 


1 
Allora, posto K, = sul f sg B c(t)]jdt; x e D(A), IlxlS1} > 
(o) 


con ) € R', e K_= lim ks l'operatore A + e B è il generatore infi- 
3 5 A+ +% î 1 

nitesimale di una funzione coseno ye € R', |e| < Ko 
Un esempio di applicazione del risultato precedente è il se- 


guente. 
Siano X = Lr) e A il generatore infinitesimale della fun- 


zione coseno di d'Alembert in X. Allora 
1 
DIA) = WEZARY, (AF)(x) = #"(x). Se be L'(R), DIB) = {fe L'(R); 


bf e L'R)I, (BF)(x) = b(x)f(x), risulta ovviamente 


1 
Il 18 c()FI 1g) St bl tim) IF LICR) > 
(0) 


ma B non è limitato se b € LÉ(R) U L°(R). 


X- 11. 


E' però evidente che con questo teorema non possono essere 
trattate, nella situazione ora esemplificata, perturbazioni contenenti 
un operatore di derivazione del primo ordine. 

Servendosi invece di informazioni sul comportamento di 


B S(t), Travis e Webb (1981) hanno ottenuto i1 seguente risultato. 


Teorema 4. Siano A il generatore infinitesimale di una fun- 


zione coseno e B un operatore lineare chiuso tale che: 


i) U S(t)(x)c D(B); 
teR 


ii) la funzione t + B S(t)x sia continua vx € X. 
Allora A + B è il generatore infinitesimale di una funzione 
coseno. 


Per la funzione coseno di d'Alembert risulta 


U st) ae 1), 
teR 


i SE) (XK) c {fe cl (R): f, f' limitate}, 
teR 


onde il risultato precedente è applicabile a operatori B del tipo 


(BF)(x) = b(x) f(x) + c(x) f(x) 


di dominio uno degli spazi a destra delle inclusioni precedenti, dove 
le funzioni b, c € Ln nel primo caso, mentre sono continue e limitate 
nel secondo. 

Successivamente al lavoro di Travis e Webb, Takenaka e Oka- 
zawa hanno migliorato il loro risultato così da ottenere una formulazio 


ne che contenesse anche quello di Travis e Webb. Questo nuovo risultato 


X- 12. 


è del tutto analogo al Teorema 3; è infatti sufficiente sostituire nel 
le ipotesi a B C(t) l'operatore B S(t). 

Combinando gli esempi di perturbazione alla funzione coseno 
di d'Alembert presentati dopo i Teoremi 3 e 4 si possono ottenere esempi 
di applicazione di quest'ultimo risultato più generali dei precedenti. 

Prima di illustrare un risultato molto recente dovuto a Wa- 
tanabe, è necessario esporre alcune considerazioni preliminari. 

Se muniamo il sottospazio vettoriale E della norma 


xp = ||x]|+ max |[c'(s)x ||: esso diventa uno spazio di Banach. Evidente- 


mente E è uno spazio intermedio fra X e D(A). E' quindi naturale chieder- 
si se E sia in qualche modo confrontabile con i domini delle potenze fra 
zionarie di -A. In realtà, se A è il generatore infinitesimale di una fun 
zione coseno, non è detto che -A possegga potenze frazionarie; è però sem 
pre possibile trovare b € R, tale che -(A-bI) sia un operatore positi- 
vo. 

Rankin (1980) ha dimostrato, sotto opportune condizioni su 
A, che E c D((-A)"), vaelo, 3 [. Successivamente, Watanabe (1982) ha 


provato che se -(A-bI) è un operatore positivo, allora 
(8) D((-(A-b1))Î) c E c D((-(A-bI))"), 


1 
algebricamente e topologicamente, V a e [0, I [ ev Bel 7 1). 


1/2 
Come ha mostrato Fattorini (1983) può essere E # D((-(A-bI)) / 


di 
Infatti, se X è lo spazio di Banach delle funzioni continue in R che sono 


infinitesime all'infinito e C è la funzione coseno di d'Alembert, risulta: 


este ep); tim fd = im #£(x)-=0), 
|x]++o |x] +40 


mentre 


1/2 1 


#) (x) = (20)! 1im (1/5) (u'(x4s)- u'(x-s))ds. 
E+0+ 


((-A) 


essgte”! 


Pertanto 2((-A)!/2) c E. Nel medesimo lavoro Fattorini ha però osserva- 
to che simili fenomeni patologici non si verificano se X è uno spazio 
P 

ia 


Ciò premesso, posso enunciare il risultato di Watanabe (1982). 


Teorema 6. Se A è il generatore infinitesimale di una funzio 
ne coseno e B € L(E;X), allora anche A + B è il generatore infinitesimale 
di una funzione coseno. 

Questo risultato contiene, come caso particolare, quello di 
Travis e Webb. Infatti, poiché risulta E = {x € X; S(t)x € D(A), vteRe 
t+AS(t) x è continua} e, poiché con opportune manipolazioni, si prova 


che, se x € E, allora 
1 
u= S(1)u - 2 | S(t72)A S(t/2)u dt, 
0 
dalle ipotesi di Travis e Webb segue che u e D(B) e che B € L(E; X). 
Voglio infine segnalare un risultato di Lutz (1981) che per- 
mette .di trattare perturbazioni dipendenti dal tempo. 
Teorema 7. Siano A il generatore infinitesimale di una fun- 
zione coseno e B : R + L(x) una funzione due volte fortemente derivabi - 


le con continuità. Allora il problema di Cauchy 


u" = Au + B(t)u., in R, 


X-14, 


è uniformemente ben posto. 
Un risultato analogo per i semigruppi era stato ottenuto da 
Phillips (1953). 


X-15. 
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